8. Matrizes
W. Celes e J. L. Rangel

J& discutimos em capitulos anteriores a constru¢do de conjuntos unidimensionais através do
uso de vetores. A linguagem C também permite a constru¢do de conjuntos bi ou
multidimensionais. Neste capitulo, discutiremos em detalhe a manipulagdo de matrizes,
representadas por conjuntos bidimensionais de valores numéricos. As construgdes
apresentadas aqui podem ser estendidas para conjuntos de dimensdes maiores.

8.1. Alocacéo estatica versus dinamica

Antes de tratarmos das constru¢des de matrizes, vamos recapitular alguns conceitos
apresentados com vetores. A forma mais simples de declararmos um vetor de inteiros em C
¢ mostrada a seguir:

int v[10];

ou, se quisermos criar uma constante simbolica para a dimensao:

#define N 10
int v[N];

9’1

Podemos dizer que, nestes casos, os vetores sdo declarados “estaticamente” *. A variavel
que representa o vetor é uma constante que armazena o enderego ocupado pelo primeiro
elemento do vetor. Esses vetores podem ser declarados como variaveis globais ou dentro do
corpo de uma fungdo. Se declarado dentro do corpo de uma fungao, o vetor existira apenas
enquanto a funcdo estiver sendo executada, pois o espago de memoria para o vetor ¢é
reservado na pilha de execugdo. Portanto, ndo podemos fazer referéncia ao espago de
memoria de um vetor local de uma fungao que ja retornou.

O problema de declararmos um vetor estaticamente, seja como variavel global ou local, ¢
que precisamos saber de antemao a dimensao maxima do vetor. Usando alocagdo dindmica,
podemos determinar a dimensdo do vetor em tempo de execugao:

int* v;
v = (int*) malloc(n * sizeof (int));

Neste fragmento de codigo, n representa uma varidvel com a dimensdo do vetor,
determinada em tempo de execugdo (podemos, por exemplo, capturar o valor de n
fornecido pelo usuério). Apods a alocagdo dinamica, acessamos os elementos do vetor da
mesma forma que os elementos de vetores criados estaticamente. Outra diferenga
importante: com alocacdo dindmica, declaramos uma variavel do tipo ponteiro que
posteriormente recebe o valor do enderego do primeiro elemento do vetor, alocado
dinamicamente. A area de memoria ocupada pelo vetor permanece valida até que seja
explicitamente liberada (através da funcdo free). Portanto, mesmo que um vetor seja

'O termo “estatico” aqui refere-se ao fato de ndo usarmos alocagdo dinamica.
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criado dinamicamente dentro da fun¢do, podemos acessa-lo depois da fungao ser finalizada,
pois a area de memoria ocupada por ele permanece valida, isto ¢, o vetor ndo estd alocado
na pilha de execu¢do. Usamos esta propriedade quando escrevemos a fungdo que duplica
uma cadeia de caracteres (string): a fun¢do duplica aloca um vetor de char
dinamicamente, preenche seus valores e retorna o ponteiro, para que a fun¢do que chama
possa acessar a nova cadeia de caracteres.

A linguagem C oferece ainda um mecanismo para re-alocarmos um vetor dinamicamente.
Em tempo de execu¢do, podemos verificar que a dimensao inicialmente escolhida para um
vetor tornou-se insuficiente (ou excessivamente grande), necessitando um re-
dimensionamento. A funcdo realloc da biblioteca padrao nos permite re-alocar um vetor,
preservando o conteido dos elementos, que permanecem validos apds a re-alocagdo (no
fragmento de codigo abaixo, m representa a nova dimensao do vetor).

v = (int*) realloc (v, m*sizeof (int));

Vale salientar que, sempre que possivel, optamos por trabalhar com vetores criados
estaticamente. Eles tendem a ser mais eficientes, ja que os vetores alocados dinamicamente
tém uma indirecdo a mais (primeiro acessa-se o valor do endereco armazenado na variavel
ponteiro para entdo acessar o elemento do vetor).

8.2. Vetores bidimensionais — Matrizes

A linguagem C permite a criacdo de vetores bidimensionais, declarados estaticamente. Por
exemplo, para declararmos uma matriz de valores reais com 4 linhas e 3 colunas, fazemos:

float mat[4][3];

Esta declaragdo reserva um espaco de memoria necessario para armazenar os 12 elementos
da matriz, que sdo armazenados de maneira continua, organizados linha a linha.

float m[4][3] = {{ 5.0,10.0,15.0},
{20.0,25.0,30.0}, 152
(35.0,40.0,45.0}, 60.0
(50.0,55.0,60.0}}; 55.0
. 50.0
_ 1 45.0
5.0 10.0 15.0 29-9
'l 20.0 25.0 30.0 28:8
35.0 40.0 45.0 LG
50.0 55.0 60.0 20.0
15.0
10.0
5.0 104

Figura 8.1: Alocagdo dos elementos de uma matriz.
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Os elementos da matriz sdo acessados com indexagdo dupla: mat[i] [j]. O primeiro
indice, i, acessa a linha e o segundo, j, acessa a coluna. Como em C a indexacdo comeca
em zero, o elemento da primeira linha e primeira coluna ¢ acessado por mat [0] [0]. Apds
a declaracdo estatica de uma matriz, a variavel que representa a matriz, mat no exemplo
acima, representa um ponteiro para o primeiro “vetor-linha”, composto por 3 elementos.
Com isto, mat [1] aponta para o primeiro elemento do segundo “vetor-linha”, e assim por
diante.

As matrizes também podem ser inicializadas na declaragao:

float mat[4][3] = {{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9},{10,11,12}};

Ou podemos inicializar seqiiencialmente:

float mat(4]([3] = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12};

O numero de elementos por linha pode ser omitido numa inicializagdo, mas o numero de
colunas deve, obrigatoriamente, ser fornecido:

float mat(] (3] = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12};

Passagem de matrizes para fungoes

Conforme dissemos acima, uma matriz criada estaticamente ¢ representada por um ponteiro
para um ‘““vetor-linha” com o numero de elementos da linha. Quando passamos uma matriz
para uma fungdo, o parametro da funcdo deve ser deste tipo. Infelizmente, a sintaxe para
representar este tipo € obscura. O protdtipo de uma fun¢do que recebe a matriz declarada
acima seria:

void £ (..., float (*mat) [3], ...);

Uma segunda opg¢do ¢ declarar o pardmetro como matriz, podendo omitir o nimero de
. 2
linhas™:

void £ (..., float mat[]I[3], ...):

De qualquer forma, o acesso aos elementos da matriz dentro da funcdo ¢ feito da forma
usual, com indexacao dupla.

Na proxima secdo, examinaremos formas de trabalhar com matrizes alocadas
dinamicamente. No entanto, vale salientar que recomendamos, sempre que possivel, 0 uso
de matrizes alocadas estaticamente. Em diversas aplica¢des, as matrizes tém dimensdes
fixas e ndo justificam a criagdo de estratégias para trabalhar com aloca¢dao dinamica. Em
aplicagdes da area de Computagdo Grafica, por exemplo, ¢ comum trabalharmos com
matrizes de 4 por 4 para representar transformagdes geométricas e projecoes. Nestes casos,
¢ muito mais simples definirmos as matrizes estaticamente (float mat[4][4];), uma

* Isto também vale para vetores. Um prototipo de uma fungio que recebe um vetor como parametro pode ser
dado por: void £ (..., float vI[l, ...);:.
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vez que sabemos de antemdo as dimensdes a serem usadas. Nestes casos, vale a pena
definirmos um tipo proprio, pois nos livramos das construgdes sintaticas confusas
explicitadas acima. Por exemplo, podemos definir o tipo Matrix4.

typedef float Matrix4[4][4];

Com esta defini¢cdo podemos declarar variaveis e parametros deste tipo:
Matrix4 m; /* declaracdo de variavel */

void £ (..., Matrix4 m, ...); /* especificacdo de parémetro */

8.3. Matrizes dinamicas

As matrizes declaradas estaticamente sofrem das mesmas limitagdes dos vetores:
precisamos saber de antemdo suas dimensdes. O problema que encontramos ¢ que a
linguagem C s6 permite alocarmos dinamicamente conjuntos unidimensionais. Para
trabalharmos com matrizes alocadas dinamicamente, temos que criar abstragcdes conceituais
com vetores para representar conjuntos bidimensionais. Nesta sec¢do, discutiremos duas
estratégias distintas para representar matrizes alocadas dinamicamente.

Matriz representada por um vetor simples

Conceitualmente, podemos representar uma matriz num vetor simples. Reservamos as
primeiras posi¢cdes do vetor para armazenar os elementos da primeira linha, seguidos dos
elementos da segunda linha, e assim por diante. Como, de fato, trabalharemos com um
vetor unidimensional, temos que criar uma disciplina para acessar os elementos da matriz,
representada conceitualmente. A estratégia de enderegamento para acessar os elementos ¢ a
seguinte: se quisermos acessar o que seria o elemento mat [i] [3] de uma matriz, devemos
acessar o elemento v [i*n+7], onde n representa o nimero de colunas da matriz.

j=2

i=llabc
/9
I j

labcderf()nij kI

- > Q

k=i*ntj=1%+2=6

Figura 8.2: Matriz representada por vetor simples.

Esta conta de enderecamento ¢ intuitiva: se quisermos acessar elementos da terceira (i=2)
linha da matriz, temos que pular duas linhas de elementos (i*n) e depois indexar o
elemento da linha com 7.
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Com esta estratégia, a alocacdo da “matriz” recai numa alocagdo de vetor que tem m*n
elementos, onde m e n representam as dimensdes da matriz.

float *mat; /* matriz representada por um vetor */

mat = (float*) malloc (m*n*sizeof (float));

No entanto, somos obrigados a usar uma notacao desconfortdvel, v[i*n+7], para acessar
os elementos, o que pode deixar o codigo pouco legivel.

Matriz representada por um vetor de ponteiros

Nesta segunda estratégia, faremos algo parecido com o que fizemos para tratar vetores de
cadeias de caracteres, que em C sdo representados por conjuntos bidimensionais de
caracteres. De acordo com esta estratégia, cada linha da matriz € representada por um vetor
independente. A matriz € entdo representada por um vetor de vetores, ou vetor de ponteiros,
no qual cada elemento armazena o endereco do primeiro elemento de cada linha. A figura
abaixo ilustra o arranjo da memoria utilizada nesta estratégia.

j=2
e
i=Ila b ¢ d
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j=
=1l ® »(a b c d

®
v
()
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>

Figura 8.3: Matriz com vetor de ponteiros.

A alocacao da matriz agora ¢ mais elaborada. Primeiro, temos que alocar o vetor de
ponteiros. Em seguida, alocamos cada uma das linhas da matriz, atribuindo seus enderegos
aos elementos do vetor de ponteiros criado. O fragmento de cddigo abaixo ilustra esta
codificagdo:

int i;
float **mat; /* matriz representada por um vetor de ponteiros */
mat (float**) malloc (m*sizeof (float*));

for (i=0; i<m; i++)
m[i] = (float*) malloc(n*sizeof (float));

A grande vantagem desta estratégia ¢ que o acesso aos elementos ¢ feito da mesma forma
que quando temos uma matriz criada estaticamente, pois, s€ mat representa uma matriz
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alocada segundo esta estratégia, mat [1] representa o ponteiro para o primeiro elemento da
linha i, e, conseqilientemente, mat [1] [j] acessa o elemento da coluna j dalinha i.

A liberacao do espago de memoria ocupado pela matriz também exige a construgdo de um
laco, pois temos que liberar cada linha antes de liberar o vetor de ponteiros:

for (i=0; i<m; i++)
free(mat[i]);
free (mat) ;

8.4. Representacdo de matrizes

Para exemplificar o uso de matrizes dinamicas, vamos discutir a escolha de um tipo para
representar as matrizes € um conjunto de operagdes implementadas sobre o tipo escolhido.
Podemos considerar, por exemplo, a implementacdo de fungdes basicas, sobre as quais
podemos futuramente implementar fun¢des mais complexas, tais como soma, multiplicagao
e inversao de matrizes.

Vamos considerar a implementagao das seguintes operagdes basicas:
e cria:operagdo que cria uma matriz de dimensao m por n;
e libera: operacdo que libera a memoria alocada para a matriz;
e acessa: operagdo que acessa o elemento da linha i e da coluna j da matriz;
e atribui: operagdo que atribui o elemento da linha i e da coluna 5 da matriz.

A seguir, mostraremos a implementagao dessas operacdes usando as duas estratégias para
alocar dinamicamente uma matriz, apresentadas na se¢do anterior.

Matriz com vetor simples

Usando a estratégia com um vetor simples, o tipo matriz pode ser representado por uma
estrutura que guarda a dimensao da matriz e o vetor que armazena os elementos.

struct matriz {
int lin;
int col;
float* v;

}i

typedef struct matriz Matriz;

A funcdo que cria a matriz dinamicamente deve alocar a estrutura que representa a matriz e
alocar o vetor dos elementos:

Matriz* cria (int m, int n)
{
Matriz* mat = (Matriz*) malloc(sizeof (Matriz));
mat->1in = m;
mat->col = n;
mat->v = (float*) malloc (m*n*sizeof (float));
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return mat;

}

Poderiamos ainda incluir na criagdo uma inicializagdo dos elementos da matriz, por
exemplo atribuindo-lhes valores iguais a zero.

A fungdo que libera a memoria deve liberar o vetor de elementos e entdo liberar a estrutura
que representa a matriz:

void libera (Matriz* mat)
{

free (mat->v) ;

free (mat) ;

}

A fungdo de acesso e atribuicdo pode fazer um teste adicional para garantir que ndo haja
invasdo de memoria. Se a aplicacdo que usa o modulo tentar acessar um elemento fora das
dimensdes da matriz, podemos reportar um erro e abortar o programa. A implementagao
destas fungdes pode ser dada por:

float acessa (Matriz* mat, int i, int 7j)

{

int k; /* indice do elemento no vetor */

if (i<0 || i>=mat->1lin || j<0 || j>=mat->col) {
printf ("Acesso invalido!\n”);
exit (1) ;

}
k = i*mat->col + j;
return mat->vI[k];

}

void atribui (Matriz* mat, int i, int j, float wv)

{

int k; /* indice do elemento no vetor */

if (i<0 || i>=mat->1in || j<0 || j>=mat->col) {
printf ("Atribuicdo invalida!\n”);
exit (1) ;

}
k = i*mat->col + j;
mat->v[k] = v;

Matriz com vetor de ponteiros

O modulo de implementagao usando a estratégia de representar a matriz por um vetor de
ponteiros € apresentado a seguir. O tipo que representa a matriz, neste caso, pode ser dado
por:

struct matriz {
int lin;
int col;
float** v;
}i
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typedef struct matriz Matriz;

As fung¢des para criar uma nova matriz e para liberar uma matriz previamente criada podem
ser dadas por:

Matriz* cria (int m, int n)

{

int i;
Matriz mat = (Matriz*) malloc(sizeof (Matriz));
mat->1lin = m;
mat->col = n;
mat->v = (float**) malloc (m*sizeof (float*));
for (i=0; i<m; i++)
mat->v[i] = (float*) malloc(n*sizeof (float)):;

return mat;

}

void libera (Matriz* mat)
{
int i;
for (i=0; i<mat->1lin; i++)
free (mat->vI[i]);
free (mat->v) ;
free (mat) ;

}

As fungdes para acessar e atribuir podem ser implementadas conforme ilustrado abaixo:

float acessa (Matriz* mat, int i, int j)

{

if (i<0 || i>=mat->1in || j<0 || j>=mat->col) {
printf ("Acesso invalido!\n”);
exit (1);

}

return mat->v[i] [j];

void atribui (Matriz* mat, int i, int j, float v)

{

if (i<0 || i>=mat->1in || j<0 || j>=mat->col) {
printf ("Atribuicdo invalida!\n”);
exit (1) ;

}

mat->v[i] [j] = v;

Exercicio: Escreva um programa que faca uso das operagdes de matriz definidas acima.
Note que a estratégia de implementac¢ado ndo deve alterar o uso das operagdes.

Exercicio: Implemente uma fun¢do que, dada uma matriz, crie dinamicamente a matriz
transposta correspondente, fazendo uso das operagdes basicas discutidas acima.

Exercicio: Implemente uma fun¢do que determine se uma matriz € ou ndo simétrica
quadrada, também fazendo uso das operagdes basicas.
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8.5. Representacao de matrizes simétricas

Em uma matriz simétrica n por n, ndo ha necessidade, no caso de i#7, de armazenar ambos
os elementos mat[i][j] € mat[j][i], porque os dois tém o mesmo valor. Portanto,
basta guardar os valores dos elementos da diagonal e de metade dos elementos restantes —
por exemplo, os elementos abaixo da diagonal, para os quais i>7. Ou seja, podemos fazer
uma economia de espago usado para alocar a matriz. Em vez de n” valores, podemos
armazenar apenas s elementos, sendo s dado por:

(n*-n) n(n+l)

2 2
Podemos também determinar s como sendo a soma de uma progressao aritmética, pois
temos que armazenar um elemento da primeira linha, dois elementos da segunda, trés da
terceira, e assim por diante.

s=n+

n(n+1)
2

s=1+2+...+n=

A implementacao deste tipo abstrato também pode ser feita com um vetor simples ou um
vetor de ponteiros. A seguir, discutimos a implementacdo das operagdes para criar uma
matriz e para acessar os elementos, agora para um tipo que representa uma matriz simétrica.

Matriz simétrica com vetor simples

Usando um vetor simples para armazenar os elementos da matriz, dimensionamos o vetor
com apenas s elementos. A estrutura que representa a matriz pode ser dada por:
struct matsim {
int dim; /* matriz obrigatoriamente quadrada */

float* v;
}i

typedef struct matsim MatSim;
Uma fungdo para criar uma matriz simétrica pode ser dada por:
MatSim* cria (int n)

{

int s = n*(n+l)/2;

MatSim* mat = (MatSim*) malloc (sizeof (MatSim)) ;
mat->dim = n;
mat->v = (float*) malloc(s*sizeof (float)):;

return mat;

O acesso aos elementos da matriz deve ser feito como se estivéssemos representando a
matriz inteira. Se for um acesso a um elemento acima da diagonal (i<7), o valor de retorno
¢ o elemento simétrico da parte inferior, que estd devidamente representado. O
enderecamento de um elemento da parte inferior da matriz ¢ feito saltando-se os elementos
das linhas superiores. Assim, se desejarmos acessar um elemento da quinta linha (i=4),
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devemos saltar 1+2+3+4 elementos, isto €, devemos saltar 1+2+. . . +i elementos, ou seja,

i* (i+1) /2 elementos. Depois, usamos o indice j para acessar a coluna.

float acessa (MatSim* mat, int i, int j)

{

int k; /* indice do elemento no vetor */

if (i<0 || i>=mat->dim || j<0 || j>=mat->dim) {
printf ("Acesso invalido!\n”);
exit (1) ;

}

if (i>=7)
k = i*(i+1)/2 + 3;

else

k = 3*(3+1)/2 + 1i;
return mat->vi[ik];

Matriz simétrica com vetor de ponteiros

A estratégia de trabalhar com vetores de ponteiros para matrizes alocadas dinamicamente ¢
muito adequada para a representagao matrizes simétricas. Numa matriz simétrica, para
otimizar o uso da memdria, armazenamos apenas a parte triangular inferior da matriz. Isto
significa que a primeira linha serd representada por um vetor de um unico elemento, a
segunda linha seré representada por um vetor de dois elementos e assim por diante. Como o
uso de um vetor de ponteiros trata as linhas como vetores independentes, a adaptacao desta

estratégia para matrizes simétricas fica simples.

O tipo da matriz pode ser definido por:

struct matsim {
int dim;
float** v;

}i

typedef struct matsim MatSim;

Para criar a matriz, basta alocarmos um ntimero variavel de elementos para cada linha. O

codigo abaixo ilustra uma possivel implementacao:

MatSim* cria (int n)

{

int 1i;

MatSim* mat = (MatSim*) malloc (sizeof (MatSim)) ;
mat->dim = n;

mat->v = (float**) malloc (n*sizeof (float*));

for (i=0; i<n; 1i++)

mat->v[i] = (float*) malloc ((i+1)*sizeof (float));

return mat;

}

O acesso aos elementos € natural, desde que tenhamos o cuidado de ndo acessar elementos

que nao estejam explicitamente alocados (isto €, elementos com i<7).
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float acessa (MatSim* mat, int i, int 7j)

{

if (i<0 || i>=mat->dim || j<0 || j>=mat->dim) {
printf ("Acesso invalido!\n”);
exit (1) ;

}

if (i>=j)
return mat->vI[i][Jj];

else

return mat->v[j][i];

Finalmente, observamos que exatamente as mesmas técnicas poderiam ser usadas para
representar uma matriz “triangular”, isto ¢, uma matriz cujos elementos acima (ou abaixo)
da diagonal sdo todos nulos. Neste caso, a principal diferenca seria na fun¢do acessa, que
teria como resultado o valor zero em um dos lados da diagonal, em vez acessar o valor
simétrico.

Exercicio: Escreva um codigo para representar uma matriz triangular inferior.

Exercicio: Escreva um codigo para representar uma matriz triangular superior.
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